
博雅教育学院

数学建模讲义

差分方程模型
— —动物的繁殖与收获



野生动物种群在自然环境下

繁殖、成长、死亡,不同年龄

动物的数量比例保持平衡.

饲养动物种群在人类控制下

,使不同年龄动物的数量比

例达到稳定的预期目标.

• 建立动物种群的自然增长模型.

• 讨论饲养动物种群的稳定收获.

动物的繁殖与收获 
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按年龄分组的动物种群增长模型

不同年龄动物的繁殖率、死亡率差别较大.

• 建立按年龄分组种群增长的差分方程模型.

时段与年龄组相对应.

种群通过雌性繁殖而增长.

总体数量按性别比计算.

• 讨论稳定状况下种群的增长规律.

以雌性个体数量为对象.

按照年龄分组

3



• 种群按照年龄等间隔地分为n个年龄组.

• 时间分成与年龄组区间大小相等的时段.

• 每个年龄组的雌性个体在一个时段内的繁殖率

  和死亡率不随时段变化.

模型假设

在稳定环境下和不太长时期内
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模型建立

xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量,    i=1,2,…, n，k=0,1,2,…

bi~第i年龄组的繁殖率 (每个雌性个体一个时段繁殖的数量).

di ~第i年龄组的死亡率

(一个时段内死亡数量

      在总量中的比例).

si=1- di ~ 存活率

bi≥0，至少一个bi >0.

0<si≤1, sn=0
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例.  种群分5个年龄组,繁殖率为 b1=0, 
b2=0.2, b3=1.8, b4=0.8, b5=0.2, 存活率

为s1=0.5, s2=0.8, s3=0.8, s4=0.1, s5=0



模型建立

第1年龄组(出生婴儿)k+1时段数量

=各年龄组k时段繁殖数量之和.

k时段第i年龄组存活的部分到

k+1时段演变为第i+1年龄组.
n个变量的差分方程
组

已知bi, si 及xi(0)
按年龄分组的种群增长模型
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k=0,1,2,…

i=1,2,…, n-1, k=0,1,2,…

任意时段各年龄组的种群数量
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繁殖率为b1=0, b2=0.2, b3=1.8, b4=0.8, b5=0.2

存活率为s1=0.5, s2=0.8, s3=0.8, s4=0.1, s5=0

xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



模型建立
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Leslie矩阵(矩阵L)
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 按年龄分组的种群数量
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x(k)的归一化向量，按年龄分组的分布向量.

Leslie模型
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繁殖率为b1=0, b2=0.2, b3=1.8, b4=0.8, b5=0.2

存活率为s1=0.5, s2=0.8, s3=0.8, s4=0.1, s5=0



模型
求解

例.  种群分5个年龄组, 繁殖率为 b1=0, b2=0.2, 
b3=1.8, b4=0.8, b5=0.2, 存活率为s1=0.5, s2=0.8, 
s3=0.8, s4=0.1, 各年龄组初始数量均为100只.

求任意时段各年龄组数量x(k)及分布向量x*(k).
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



模型求解

k 0 1 2 3 4 … 26 27 28 29 30
x1(k) 100 300 220 155 265 … 393 403 412 423 434
x2(k) 100 50 150 110 77 … 190 196 201 206 211
x3(k) 100 80 40 120 88 … 149 152 157 161 165
x4(k) 100 80 64 32 96 … 117 120 122 126 129
x5(k) 100 10 8 6 3 … 11 12 12 12 13
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数量向量x(k) 分布向量x*(k)

x*(k)趋向稳定x(k)仍在增长k充分大
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



结果分析 分析k充分大后x(k), x*(k)的变化规律

稳定状态分析的数学知识
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



结果分析 k充分大x(k), x*(k)的特性
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各年龄组数量按同一倍数 (固有增长率)增减.
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=1    各年龄组数量保持不变.
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



结果分析

























01.0000

008.000

0008.00

00005.0

2.08.08.12.00

L

用算例验证x(k), x*(k)的特性

x*=[0.4559, 0.2223, 
0.1734, 0.1353, 0.0132]T

模型求解中x*(30)近似于x*

1. 由L计算得到=1.0254, 

2. 模型求解中xi(30)与xi(29)之比约为=1.0254.

3. =1.0254比1略大, xi+1(30)与 xi(30)之比近似于si
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量



饲养动物种群的持续稳定收获模型 

同一年龄组种群的收获量在每个时段都相等．

实现方法:  每个年龄组每个时段种群的增长量=
同一时段的收获量.

控制饲养动物各年龄组的数量, 实现持续稳定收获:

• 假定自然环境下饲养动物仍服从种群增长模型:

种群数量始终不变.
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xi(k)~第i年龄组第k时段的种群数量. 
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hi ~第i年龄组种群的收获系数(收获量与总量之比)

模型建立 

增长量  =  收获量
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实现持续稳定收获——种群数量x(k)=x (对k不变)
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模型建立 持续稳定收获 HLLLxxL  ,
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给定bi, si，选择收获系数hi
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持续稳定收获
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模型建立 
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模型求解 

例.   设一个种群分成３个年龄组, 各年龄组的繁殖率

        为 b1=0, b2=5, b3=2, 存活率为s1=0.8, s2=0.5.
• 确定各年龄组的收获系数以实现持续稳定收获. 
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持续稳定收获的条件
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1.  取h1=0, h2=0.75, h3=1

• 求种群及收获量按年龄组的稳定分布.

持续稳定收获

2. 取h1=0.5, h2=0.5, h3=1
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模型求解 满足持续稳定收获条件

2. 出售50%的幼畜和成年牲畜及全部老年牲畜.

收获量的稳定分布

1. 不出售幼畜, 出售75%成年牲畜及全部老年牲畜.

1. h1=0, h2=0.75, h3=1

2. h1=0.5, h2=0.5, h3=1

TxHL ]1.0,6.0,0[ TxHL ]2.0,4.0,1[1.                             ，2.                           
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小结与评注

• 人口增长与动物种群数量变化规律相同, 类似

建立离散型女性人口模型——Leslie模型．

• 模型基本假定：种群参数(繁殖率、存活率)只与

年龄有关, 与时段无关(稳定环境、时间不长).

• Leslie矩阵为常数矩阵L——可用特征根方法作

稳定性分析.

• 如果种群参数随时段变化(L= L(k)), 模型表为

                                      ,无稳定性分析.
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作业：差分方程模型
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